
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 
РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

 
КАЗАНСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ АРХИТЕКТУРНО-

СТРОИТЕЛЬНЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 
 
 
 

 Т.Ю. Горская, Э.Н. Хасанова 
 
 
 
                                                                                                                            
 
 
 
 

 
 

УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКОЕ ПОСОБИЕ  
для решения задач по темам  

«Алгебра и аналитическая геометрия»,  
«Дифференциальное исчисление функции одной и двух переменных»  
для студентов заочной формы обучения направления подготовки 

08.03.01 «Строительство» (бакалавриат) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
Казань 
2021 



2 
 

УДК 512+514.7 
ББК 22.14; 22.151 
        Г67 
 
         Горская Т.Ю., Хасанова Э.Н. 
Г67 Учебно-методическое пособие для решения задач по темам «Алгебра и 
аналитическая геометрия», «Дифференциальное исчисление функции одной     
и двух переменных» для студентов заочной формы обучения направления 
подготовки 08.03.01 «Строительство» (бакалавриат) / Т.Ю. Горская,                  
Э.Н. Хасанова. –  Казань: Изд-во Казанск. гос. архитект.-строит. ун-та, 2021. –  
48 с. 
          

Печатается по решению Редакционно-издательского совета Казанского 
государственного архитектурно-строительного университета 

 
 

Материал соответствует части программы по дисциплине «Математика»  
для студентов заочной формы обучения направления 08.03.01 «Строительство» 
(бакалавриат), связанных с такими разделами, как алгебра и аналитическая 
геометрия, пределы и производные, функции нескольких переменных. Разделы 
содержат теоретический материал, разбор типовых задач по указанным выше 
разделам, ссылки на видеоуроки по решению подобных задач для 
самостоятельного изучения. В конце приведен список литературы, 
рекомендуемой для более глубокого изучения материала. 

 
 

Рецензент 
Кандидат физико-математических наук, доцент кафедры БиЦО К(П)ФУ  

А.Ф. Галимянов 
 
 

УДК 512+514.7 
ББК 22.14; 22.151

  
 

  Казанский государственный  
архитектурно-строительный 

                                                                                       университет, 2021 
 

                                        Горская Т.Ю., Хасанова Э.Н., 
                                                                                       2021      

 



3 
 

               
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
 
Учебно-методическое пособие по решению задач по темам «Алгебра и 

аналитическая геометрия», «Дифференциальное исчисление функции одной и 
двух переменных» состоит из разбора заданий по следующим разделам 
математики: линейная и векторная алгебры, аналитическая геометрия, начало 
математического анализа в объеме дифференциального исчисления функций 
одного и нескольких переменных.  

Подставленный материал соответствует содержанию контрольных работ 
№ 1, 2 для студентов заочной формы обучения в первом семестре.  

Изложение в данном учебно-методическом пособии снабжено 
теоретическим материалом, а также ссылками на видео уроки по решению 
типовых задач вышеуказанных контрольных работ.  

Самостоятельное выполнение заданий поможет студентам подготовиться 
к экзаменационной сессии. Поэтому важно, чтобы контрольные работы 
выполнялись до начала экзаменационной сессии и в соответствии с правилами 
их оформления.  
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ПРАВИЛА ОФОРМЛЕНИЯ 
  КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

 
 
 
Контрольные работы [1] оформляются в виде отдельной работы, в 

школьной тетради либо на скрепленных листах формата А4 (предпочтение 
отдается тетради, так как в ней более аккуратно излагается текст).  

 
Обложка контрольной работы должна содержать следующую 

информацию:  
 

Контрольная работа по математике №__,  
ФИО студента,  
учебная группа,  

ШИФР, который состоит из номера зачетной книжки, совпадающей с номером 
студенческого билета. 

 
 
Шифр имеет значение при выборе номеров задач и их содержания, так 

как в текстах заданий контрольной работы № 1 фигурируют параметры «m, n», 
определяемые с помощью шифра. Последняя цифра шифра задает последнюю 
цифру номера задания. Например, если она равна 3, то выполняются задания 
под номерами 3. Если последняя цифра 0, то выполняются задания под 
номером 10. Предпоследняя цифра номера шифра – это значение параметра m, 
но если она равна 0, то m = 1. Например, шифр 1113103, значит m = 1. Значение 
параметра n определяется как последняя цифра текущего года, которая 
совпадает для Контрольной работы № 1 с годом поступления.  

Для определения заданий для выполнения в Контрольной работе № 2 
используются последние две цифры шифра. Далее по таблице находятся номера 
примеров для выполнения. 

 
Видеоподсказка 
Посмотрите видео с объяснениями о выборе вариантов контрольных 

работ 1 и 2.    
https://youtu.be/BFBx1dRjCUs 
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1. АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 
 
Определившись с вариантом и выбрав согласно шифру задания для 

выполнения, приступим к решению типовых примеров контрольных работ. 
Начнем выполнение контрольной работы № 1, состоящей из заданий 1.1–1.4. 

 
 

Задание 1.1 
 

Сначала приведем основные понятия и формулы, необходимые для 
решения данного задания, связанного с элементами векторной алгебры и 
аналитической геометрии. 

Пусть в пространстве Oxyz точки A и B заданы координатами                  
А  и В . Расстояние между точками определим следующим 
образом. 

Так как координаты точки A равны проекциям на оси координат радиус-
вектора этой точки, то 1 1 1( , , )OA x y z


 и = . Тогда =

, но .OB OA AB 
  

 Значит, 2 1 2 1 2 1( ; ; ).AB x x y y z z   


 
Отсюда видно, что проекции на оси координат вектора равны разностям 
соответствующих координат его конца и начала. Зная проекции , найдём 
длину вектора , следовательно, и расстояние между точками  и :B            

| |=.  

Скалярное произведение двух векторов  и  обозначается  (либо 

) и определяется как число, равное произведению длин этих векторов на 
косинус угла между ними, т.е. 

 
൫𝑎,𝑏ሬ⃗൯=|𝑎||𝑏ሬ⃗|cos𝜑. 

 

Угол  между векторами 𝑎 и 𝑏ሬ⃗ будем обозначать также ൫𝑎,𝑏ሬ⃗൯ . 

Пусть векторы заданы своими проекциями: ( , , ),x y za a a a


 

( , , ),x y zb b b b


 поэтому 𝑎=𝑎௫𝚤+𝑎௬𝚥+𝑎௭𝑘ሬ⃗,   𝑏ሬ⃗=𝑏௫𝚤+𝑏௬𝚥+𝑏௭𝑘ሬ⃗ , где  , 

 – базисные векторы, тогда скалярное произведение запишем в виде: 
 

(𝑎,𝑏ሬ⃗)=𝑎௫𝑏௫+𝑎௬𝑏௬+𝑎௭𝑏௭.   

 1 1 1; ;x y z  2 2 2; ;x y z

OB
 2 2 2; ;x y z OB


OA


 2 1 2 1 2 1; ;x x y y z z  

AB


AB


A

AB


     2 2 2
2 1 2 1 2 1x x y y z z    

a

b


( , )a b
 

a

b


,i

j


k
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Таким образом, скалярное произведение векторов равно сумме 
произведений одноименных проекций этих векторов. 
 
Вычисление угла между векторами. Запишем | | и | | через проекции. 

Тогда, используя  , имеем:  

. 

 

Векторным произведением двух векторов  и  называется вектор 
(обозначаемый c a b 

  
), который обладает свойствами: 

 , т.е. длина вектора  численно равна площади 

параллелограмма, построенного на ,  как на сторонах; 

 , , т.е.  перпендикулярен к плоскости указанного 
параллелограмма; 

 вектор  направлен так, что если смотреть с его конца, то кратчайший 

поворот от первого вектора  ко второму вектору  совершается против хода 
часовой стрелки. 

Пусть векторы  и  заданы своими проекциями: =( , , ), 

. Тогда векторное произведение определяется по формуле: 
 

.y z x yx z

y z x yx z

a a a aa a
a b i j k

b b b bb b
   
    

 
 
Эту формулу можно записать так: 
 

.x y z

x y z

i j k
a b a a a

b b b
 

  

 

 
 
Даны векторы 𝑎, 𝑏ሬ⃗ и 𝑐. Векторы 𝑎, 𝑏ሬ⃗ перемножим векторным произведением 

и получим .d a b 
  

 Этот вектор умножим скалярно на 𝑐 и получим число 

a


b


 cos , /( )a b a b
   

2 2 2 2 2 2
cos x x y y z z

x y z x y z

a b a b a b

a a a b b b


 


   

a


b


sinc a b
  

c


a

b


c a
 

c b
 

c


c


a


b


a


b


a


xa ya za

( , , )x y zb b b b
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൫𝑑,𝑐൯ , которое называется смешанным (векторно-скалярным) произведением 
трёх исходных векторов 𝑎, 𝑏ሬ⃗ и 𝑐 и обозначается 
 

𝑎∙𝑏ሬ⃗∙𝑐=൫𝑎,𝑏ሬ⃗,𝑐൯=൫𝑑,𝑐൯=൫𝑎×𝑏ሬ⃗൧,𝑐൯. 
 
Когда векторы заданы своими проекциями , , 

, тогда смешанное произведение вычисляется по формуле: 
 

. 

 
Геометрический смысл смешанного произведения. Смешанное произве-

дение  Но  и  Поэтому 
 где  – объём параллелепипеда, построенного на векторах 

𝑎,𝑏ሬ⃗,𝑐,  составляющих правую тройку векторов. 
С помощью векторного анализа можно вычислить длины отрезков, 

площади треугольников, объемы пирамид, а также легко получить уравнения 
плоскости и прямой в пространстве. 
 Пусть в пространстве Oxyz задана плоскость, т.е. заданы: 

 координаты  точки , лежащей на этой плоскости; 

  – проекции на оси координат ненулевого вектора 

, перпендикулярного плоскости, который называется нормальным 
вектором плоскости. 

 

Пусть  – произвольная точка плоскости. Вектор 

 лежит на плоскости и поэтому 

перпендикулярен нормальному вектору  этой плоскости, следовательно, 

скалярное произведение этих векторов . Выражая скалярное 

произведение через проекции векторов, получим уравнение: 
 

. 

( , , )x y za a a a


( , , )x y zb b b b


( , , )x y zc c c c


 , ,
x y z

x y z

x y z

a a a

a b c b b b

c c c


  

( , , ) ( , ) | || |cos .a b c d c d c 
      

| |d S


| |cos .h c 


( , , ) ,a b c Sh V 
  

V

0 0 0, ,x y z 0M
, ,A B C

 , ,N A B C


 , ,M x y z

 0 0 0 0, ,M M x x y y z z   


N


 0 , 0M M N
 

     0 0 0 0A x x B y y C z z     
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Раскрывая скобки, получим общее уравнение плоскости: 
 

. 
 
Пусть в пространстве Oxyz заданы две плоскости, соответственно, 

уравнениями 

, 

, 
 

 

тогда векторы  и  – нормальные векторы этих 

плоскостей. За угол  между плоскостями примем один из двухгранных углов 
(образованных ими), равный углу между их нормальными векторами. Поэтому 
справедливо: 
 

. 

 
Уравнения прямой, проходящей через две заданные точки. Даны две 

точки , , лежащие на прямой. Координаты этих 
точек заданные числа. Нужно записать уравнения прямой, проходящей через 
эти две точки, как геометрическое место точек 𝑀(𝑥,𝑦,𝑧), для которых векторы 

𝑀ଵ𝑀ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗=(𝑥−𝑥ଵ,𝑦−𝑦ଵ,𝑧−𝑧ଵ)  ,  будут колли-

неарными. При этом вектор  можно назвать 
направляющим вектором прямой. Тогда уравнение запишется в виде: 

. 

 
Пусть в пространстве Oxyz две прямые заданы каноническими 

уравнениями 

, 

0Ax By C z D   

1 1 1 10Ax B y C z D   

2 2 2 20Ax B y C z D   

 1 1 1 1, ,N A B C


 2 2 2 2, ,N A B C




1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos AA BB CC
A B C A B C

  


   

 1 1 1 1, ,M x y z  2 2 2 2, ,M x y z

 1 2 2 1 2 1 2 1, ,M M x x y y z z   


 1 2 2 1 2 1 2 1, ,MM x x y y z z   


1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
  

 
  

1 1 1

1 1 1

x x y y z z
m n p
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Далее рассмотрим решение задания 1.1. 
 
Даны точки 𝐴ଵ(1,2,5),𝐴ଶ(1,2,7),𝐴ଷ(0,2,7),𝐴ସ(1,5,1)− вершины 

пирамиды. 
 
Найти:  
1) длину ребра 𝐴ଵ𝐴ଶ;   
2) угол между ребрами 𝐴ଵ𝐴ଶ и 𝐴ଵ𝐴ସ; 
3) угол между ребром 𝐴ଵ𝐴ସ и гранью 𝐴ଵ𝐴ଶ𝐴ଷ; 
4) площадь грани 𝐴ଵ𝐴ଶ𝐴ଷ;  
5) объем пирамиды;  
6) уравнение прямой 𝐴ଵ𝐴ଶ;   
7) уравнение плоскости 𝐴ଵ𝐴ଶ𝐴ଷ; 
8) уравнение высоты, опущенной из вершины 𝐴ସ на грань 𝐴ଵ𝐴ଶ𝐴ଷ. 
 
 
Решение  
 
Для наглядности представим пирамиду на рис. 1.  
 

 
                        𝐴ସ   
 
           𝑁ሬሬ⃗     γ 
 
 
                         α    β                            𝐴ଶ  
             𝐴ଵ 
                      
 
                                          𝐴ଷ 
                              Рис. 1 

1. Найдем вектор 𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗.   
Воспользуемся формулой: 
 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗=൫𝑏௫−𝑎௫;𝑏௬−𝑎௬;𝑏௭−𝑎௭൯, 
 

где ൫𝑏௫;𝑏௬;𝑏௭൯,൫𝑎௫;𝑎௬;𝑎௭൯− координаты 
конца и начала вектора, соответственно. 

𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗=(0,0,2). 

ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ห=ට൫𝑏௫−𝑎௫)ଶ+(𝑏௬−𝑎௬)ଶ+(𝑏௭−𝑎௭൯
ଶ
, 

ห𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ห=√0+0+4=2. 
 

2. Найдем угол между ребрами 𝐴ଵ𝐴ଶ и 𝐴ଵ𝐴ସ.  Вектор 𝐴ଵ𝐴ସሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ найдем 
аналогично вектору  𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗.  𝐴ଵ𝐴ସሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗=(0,3,−4). Воспользуемся формулой для 
нахождения косинуса угла между векторами: 

cos൫𝑎,𝑏൯=
𝑏௫𝑎௫+𝑏௬𝑎௬+𝑏௭𝑎௭

ඥ𝑎௫ଶ+𝑎௬ଶ+𝑎௭ଶට𝑏௫
ଶ+𝑏௬

ଶ+𝑏௭
ଶ
. 

cosቀ𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗,𝐴ଵ𝐴ସሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቁ=
0∙0+0∙3+2∙(−4)
2√0+9+16

=
−5
10
=−0.5. 

𝛼=ቀ𝐴ଵ𝐴ଶሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗,𝐴ଵ𝐴ସሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቁ=𝜋−arccos(0.5)=
2𝜋
3
. 





https://w/#ww.youtube.com/watch?v=2JePOQoh7no&t=3s
























https://www.youtube.com/watch?v=-Av7SNLcFQY&t=117s




https://www.youtube.com/watch?v=hp8-dzv25VE




%09https:/www.youtube.com/watch?v=ZtQ5tGNA9MY


https://www.youtube.com/watch?v=HKmGpUemCiE








https://www.youtube.com/watch?v=zDwZAiAUge4












https://www.youtube.com/watch?v=e3KfTVfFg8A














https://youtu.be/85vnW-kXELg
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